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Resumo  
 
Na indústria é usual a aplicação de servomecanismos para controlar o movimento de 
máquinas ferramenta, robôs industriais, máquinas de conformação plástica, etc. Para tal, é 
conveniente que os controladores usados nestas tarefas sejam robustos à presença de não 
linearidades, perturbações exteriores, incertezas paramétricas e dinâmicas não modeladas no 
sistema a controlar. 
Existem diversas técnicas de controlo não linear que procuram satisfazer os requisitos 
descritos. Um tipo de controlo não linear particularmente robusto a perturbações é o controlo 
por modos de deslizamento, que pretende impor uma dinâmica predefinida ao sistema à custa 
de uma acção de controlo muito intensiva. Esta é obtida por forma a fazer o estado do sistema 
deslizar numa superfície predefinida no seu espaço de estados. Um possível problema inerente 
ao controlo por modos de deslizamento é a ocorrência de trepidação, pelo que pode existir 
necessidade de suavizar a acção de controlo. 
Neste trabalho foram estudados dois tipos de controladores por modos de 
deslizamento com diferentes métodos de suavização. Implementaram-se, em simulação, estes 
métodos para controlar um modelo de um servomecanismo, com vista à rejeição das 
perturbações a que o sistema está sujeito. Foram estudadas as definições da superfície de 
deslizamento assim como o método de suavização da acção de controlo e compararam-se as 
prestações dos dois controladores. Foram também estudadas as influências da discretização 
dos controladores no desempenho de cada um. Procurou-se também apreciar quais as 
implicações que uma dinâmica de actuação não desprezável face à dinâmica geral do sistema 
controlado tem na capacidade de rejeição de perturbações. 
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Sliding Mode Control of servomechanisms with chattering reduction 
Abstract  
 
Servomechanisms are comonly used in industrial applications in the motion control of CNC 
machines, industrial robots, metal forming machines, etc. So as to achieve controller 
efficiency, robustness to the presence of nonlinearities, external disturbances, parametric 
uncertainties and unmodeled dynamics is convenient. 
 There are several nonlinear control techniques that aim to satisfy the decribed 
requirements. One that is particularly robust to these disturbances is the Sliding Mode Control 
(SMC). This technique intends to impose a predefined dynamic to the system at the expense 
of a very active control action. This can be acomplished by making the system state slide in a 
predefined surface within its state space. One of the existing problems in this type of 
controllers is the occurrence of chattering, leading to the need of smoothing the control action. 
 This work reports the study of two SMC’s with different control action smoothing 
methods. These controllers were implemented in simulation to control a servomechanism 
model, attempting to reject the disturbances it’s subjected to. The definitions of the sliding 
surfaces, as well as the smoothing technique are studied and the performance of the 
controllers is compared. The influences of the dicretization of the controllers on their 
execution are also studied along with the consequences of the inclusion of an actuating 
dynamic in the definition of the sliding surface. 
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1 Introdução 
 
 
A palavra servomecanismo é composta por servo e mecanismo, sendo a primeira de origem 
latina, servus, que significa escravo e a segunda também de origem latina, mechanismus, por 
sua vez derivada do grego, mekhane, denotando movimento mecânico de uma massa. Uma 
possível definição de servomecanismo, adaptada de [1], é a seguinte: 
Servomecanismo é um sistema em que uma grandeza cinemática, pressão, força ou binário 
(ou uma função destes valores) é realimentada para comparação com a entrada, sendo a 
diferença utilizada para o controlo de uma fonte de potência, que incide sobre o mecanismo. 
Tipicamente, um servomecanismo é composto por 4 partes: uma fonte de energia, 
moduladores de potência, actuadores e transdutores. O controlo do mecanismo é feito 
comandando os moduladores de potência, em função das referências e das variáveis que se 
pretendem controlar. Para esse efeito, é necessário um feedback dessas variáveis assegurado 
pelos transdutores. 
 
 
Figura 1 Diagrama de blocos de um servomecanismo 
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A potência, proveniente da fonte de energia, é utilizada para realizar trabalho sobre o 
sistema ao qual o actuador está acoplado. Considerando os três modos de actuação mais 
comuns (eléctrico, hidráulico e pneumático) é possível apontar vantagens e desvantagens no 
uso de cada um. Estas diferenças podem-se exprimir em termos de capacidade de 
força/binário que os servomecanismos conseguem desenvolver, velocidades e acelerações que 
conseguem impôr à massa móvel, precisão de posicionamento, custo dos equipamentos, entre 
outros critérios. 
 
Tabela 1 Comparação dos diferentes tipos de accionamento [2] 
 Tipo de accionamento 
Pneumático Eléctrico Hidráulico 
Capacidade de Força 
Velocidade e Aceleração 
Precisão de Posicionamento 
Custo 
•• 
••• 
• 
+ 
•• 
••• 
••• 
++ 
••• 
•• 
•• 
+++ 
 
Embora se encontrem descrições de máquinas semelhantes a servomecanismos em 
literatura que data dos tempos de Leonardo DaVinci [1], só no século XIX, aquando da 
revolução industrial, se implementaram os servomecanismos na indústria. Um dos primeiros 
sistemas existentes documentado foi o motor a vapor (de James Watt) com controlo de 
velocidade. Este controlo é assegurado por um regulador centrífugo (ainda presente em 
muitos sistemas actuais, como travões de emergência de elevadores). Este regulador 
centrífugo actua sobre as válvulas de comando do motor a vapor, sendo esta actuação 
proporcional à velocidade de rotação do seu eixo. Deste modo, se este eixo rodar em 
concordância com o veio de saída do motor, a actuação nas válvulas é proporcional à 
velocidade de rotação do motor. Têm-se reunidas todas as características necessárias para 
classificar este mecanismo como um servomecanismo. A fonte de potência (pressão do vapor 
de água) o actuador (motor de James Watt) os moduladores (as válvulas) e o sistema de 
feedback e actuação dos moduladores em função desta realimentação (regulador centrífugo). 
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Figura 2 Esquema de funcionamento e imagem de motor a vapor de água com controlo 
de velocidade 
 
Outra das primeiras aplicações de relevo de servomecanismos foi o controlo de 
direcção dos navios, também este de accionamento a vapor de água. Este sistema foi pela 
primeira vez implementado no navio SS Great Eastern, o maior e mais avançado da sua época 
(1866) [3]. A passagem de accionamento manual, para um accionamento auxiliado pelo poder 
da pressão do vapor de água, permitiu muito maior manobrabilidade e rapidez de resposta ao 
comando manual do capitão. 
Um outro exemplo curioso é o do Telautógrafo (1888) [4], uma espécie de 
antepassado do telefax. Esta invenção de Elisha Gray enviava os sinais provenientes de vários 
potenciómetros, acoplados a uma caneta em movimento, transmitindo-os a servomecanismos 
acoplados a uma outra caneta, no posto receptor. Desta forma, era possível reproduzir o 
desenho original, traçado no posto emissor, num outro posto que recebesse os sinais emitidos. 
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Figura 3 Telautógrafo aperfeiçoado por George S. Tiffany [5] 
 
 
1.1 Motivação 
 
Com o passar dos anos, e à medida que a tecnologia avançou, foi sendo necessária uma 
melhor prestação dos servomecanismos. Actualmente, espera-se dos servomecanismos uma 
precisão e fiabilidade impensáveis nos primórdios da sua existência. Na indústria requerem-se 
cadências de produção elevadas e tolerâncias apertadas. Com esta exigência crescente 
põem-se novas questões, em termos de controlo dos sistemas existentes. 
 
 
Figura 4 Exemplos de aplicações de servomecanismos na indústria 
 
 
A Figura 4 apresenta, da esquerda para a direita, uma instalação pneumática para 
ensaios de fadiga na indústria automóvel [6], uma quinadora de chapa metálica de 
accionamento hidráulico e uma máquina de corte de chapa por laser com três eixos 
electromecânicos [7]. Cada um destes sistemas é composto por diversos servomecanismos, 
para poderem executar as tarefas a que são destinados com precisão. 
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Em qualquer um dos três modos de actuação mais comuns actualmente, existem 
perturbações que precisam de ser rejeitadas por alterarem o comportamento dos moduladores 
de potência, dos actuadores e da dinâmica de movimento. Podem ser encaradas como 
perturbações atritos entre componentes móveis, não linearidades nas suas curvas 
características, incertezas de modelação dos sistemas e compressibilidades do fluido de 
trabalho, no caso de servomecanismos em que a transmissão de potência seja feita através de 
um fluido (fluid power systems). Para que se consigam controlar servomecanismos em que 
estejam presentes estas perturbações, é necessário que o controlador aplicado seja 
suficientemente robusto para que se anule ou minimize o efeito que estas provocam no 
sistema. Técnicas de controlo linear são, em muitos casos, incapazes de conduzir a um 
desempenho satisfatório destes servomecanismos. É nesse âmbito que se aplicam técnicas de 
controlo não lineares. Este tipo de controladores, apesar das décadas que passaram desde as 
suas primeiras implementações, constitui uma área de conhecimento que está em constante 
desenvolvimento, devido a variadas técnicas de formulação de problemas de controlo. 
Existem, na teoria de controlo não linear, diversas formas de controlar sistemas dinâmicos, 
podendo ser aplicadas diferentes técnicas conforme as características dos sistemas a controlar 
e dos objectivos que se pretendem atingir. 
Para sistemas em que haja variações paramétricas, podem-se aplicar técnicas de 
controlo adaptativo [8] [9]. Genericamente, este tipo de controlo actualiza os parâmetros do 
controlador, recalculando-os para que possa manter um controlo aceitável do sistema variante. 
Para esse efeito, é comum a aplicação algoritmos de identificação dos parâmetros dinâmicos 
do sistema para que se possa sintetizar o controlador em função da dinâmica identificada - 
Figura 5. 
São exemplos da aplicação de controladores adaptativos os sistemas modernos de 
direcção de navios cujas características dinâmicas variam com as ondas, carga transportada, 
variações de temperatura da água, etc. Noutros casos, como no controlo de aeronaves, cuja 
dinâmica depende da altitude e velocidade, as variações paramétricas são demasiado rápidas 
para que se possa identificar os parâmetros em tempo real. Por este motivo aplicam-se 
técnicas de controlo adaptativo diferentes, como é exemplo a síntese prévia de vários 
controladores, de modo a que se possa optar entre eles em função das condições de 
funcionamento da aeronave. 
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Figura 5 Esquema de funcionamento de controlo adaptativo com algoritmo de 
identificação de parâmetros 
 
 
O controlo adaptativo com identificação dos parâmetros da dinâmica do sistema 
apresenta vantagens tais como o ajuste automático dos parâmetros e uma boa rejeição de 
perturbações paramétricas de variação lenta, embora na ausência de excitação persistente, 
possa entrar em deriva na actualização dos parâmetros, levando a resultados menos 
satisfatórios. 
Quando se conhece pormenorizadamente o comportamento do sistema em causa e em 
aplicações em que seja necessário prever as consequências de uma certa acção de controlo, 
como é o caso de controlo de processos químicos, podem-se utilizar técnicas de controlo 
preditivo [10]. Neste tipo de controlo optimiza-se a acção de controlo, simulando os efeitos 
que várias acções de controlo terão no modelo (o mais fiel possível) do sistema a controlar. 
São então, a cada instante de amostragem, testadas várias sequências de acções de controlo, 
optando-se por aquela que conduz a melhores resultados. Embora estes controladores 
requeiram um enorme poder computacional, no controlo preditivo é utilizada toda a 
informação disponível acerca do sistema sob controlo, permitindo a formulação de uma acção 
de controlo que levará as saídas do sistema ao valor pretendido para processos muito 
complexos, o que seria difícil de obter de outra forma. 
Há ainda um outro tipo de controladores não lineares, aquele em que se incide mais 
aprofundadamente neste trabalho. São os controladores por modos de deslizamento, que 
pretendem impor uma dinâmica predefinida ao sistema. Isto é feito definindo uma superfície 
no espaço de estados, que pode corresponder à dinâmica pretendida, sendo a acção de 
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controlo formulada com o objectivo de atrair o estado do sistema para esta superfície e fazê-lo 
deslizar sobre ela. Este tipo de controladores é particularmente robusto a dinâmicas de 
perturbação rápidas, pois o controlo é feito à base de uma acção de controlo muito intensiva, 
tentando anular qualquer dinâmica que não a desejada. Levantam-se, no entanto, questões 
práticas devido a esta intensidade de acção de controlo, que pode resultar em trepidação do 
sistema, levando ao desgaste prematuro dos seus componentes mecânicos. Por  estes motivos, 
é necessário, em algumas aplicações, suavizar a acção de controlo. 
 
1.2 Estruturação do problema 
 
Neste trabalho designa-se o sistema a controlar por sistema real, representado na Figura 6 a). 
Consideram-se existir forças de perturbação incidentes neste sistema, além das incertezas que 
se admite existir nos parâmetros do modelo do sistema. Define-se o modelo do sistema como 
sistema nominal, que difere do real devido às incertezas paramétricas existentes nos seus 
parâmetros. É possível representar o sistema real com forças de perturbação como sendo o 
sistema nominal sujeito a perturbações de força assim como perturbações paramétricas, como 
é visível na Figura 6 b). Assim, formula-se uma acção de controlo que anule ambas as 
perturbações, pelo que, em malha fechada, o sistema real se comporte como o sistema 
nominal - Figura 6 c). Deste modo, aplicando uma outra acção de controlo sobre o sistema 
nominal, livre de perturbações, consegue-se impor o comportamento desejado. 
Todos os modelos e controladores foram implementados em simulação. Para este efeito 
usou-se o software Matlab/Simulink® (R2010a). 
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Figura 6 Esquema do procedimento adoptado 
 
 
1.3 Objectivos 
 
Uma vez ilustrada a necessidade de eliminar ou atenuar as perturbações incidentes sobre 
servomecanismos e escolhido o método de controlo para atingir esse fim, definem-se de 
seguida os objectivos deste trabalho: 
Em primeiro lugar, avaliar as diferenças entre dois métodos de síntese de 
controladores por modos de deslizamento propostos na literatura. Mais concretamente, 
pretende-se verificar a influência da definição da superfície de deslizamento e dos parâmetros 
de formulação da acção de controlo na capacidade de rejeição das perturbações. 
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Os dois métodos acima referidos serão comparados tanto em tempo contínuo como em 
tempo discreto, para averiguar as influências que a frequência de amostragem tem na 
regularização da acção de controlo assim como na prestação dos controladores. 
Procura-se também apreciar quais as implicações que uma dinâmica de actuação não 
desprezável face à dinâmica geral do sistema controlado, tem na capacidade de rejeição de 
perturbações. 
Na perspectiva seguida neste trabalho as acções de controlo por modos de 
deslizamento são unicamente formuladas para rejeitar perturbações, podendo a imposição da 
dinâmica final ser feita por outras acções de controlo não consideradas. 
 
1.4 Organização do trabalho 
 
No capítulo seguinte será apresentado o sistema a controlar, representado sob a forma de um 
sistema Massa-Mola-Amortecedor. São também apresentados o conceito e implicações do 
controlo por modos de deslizamento, assim como o processo de síntese e comparação de dois 
controladores propostos na literatura aplicados ao sistema referido. 
No 3º capítulo serão apresentados os casos específicos de simulação: o sistema a 
controlar, as condições de perturbação a que este está sujeito e os parâmetros dos 
controladores. Os resultados da prestação dos controladores para estes casos são 
seguidamente apresentados, juntamente com uma medida de erro dinâmico relativamente à 
dinâmica nominal. São também retiradas as devidas conclusões destes ensaios. 
No 4º capítulo é introduzida uma dinâmica de actuação, sendo feitas considerações 
acerca da reformulação dos controladores com o conhecimento desta dinâmica. São realizadas 
novas simulações para propor critérios de ajuste dos controladores perante esta dinâmica 
introduzida. São então simulados os casos com a dinâmica de actuação, com e sem 
reformulação dos controladores, prosseguindo-se à análise dos resultados.  
O 5º e último capítulo apresenta todas as conclusões retiradas do trabalho apresentado 
nesta dissertação, assim como algumas perspectivas de rumos futuros que possam resultar 
desse mesmo trabalho. 
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2 Controladores por Modos de Deslizamento 
 
 
Antes de apresentar os métodos de síntese de SMC’s (Sliding Mode Controllers) 
contemplados no presente trabalho, apresenta-se o sistema a ser controlado, assim como os 
pressupostos admitidos para chegar ao modelo do sistema implementado nas simulações 
feitas. 
2.1 Sistema a controlar 
 
O modelo do sistema contemplado neste trabalho pretende ser exemplificativo de um 
servomecanismo. Partindo do modelo de um servossistema electromecânico, uma vez que é o 
tipo de servomecanismo mais comum, apresentam-se os blocos constituintes destes sistemas 
(note-se que o operador de Laplace é representado por p, como referenciado na 
nomenclatura): 
 
 
Figura 7 Diagrama de simulação de um servossistema electromecânico 
 
 
O bloco de primeira ordem apresentado a azul é representativo da dinâmica de 
corrente num dado motor eléctrico, fruto da indutância da armadura. Esta dinâmica pode ser 
representada pela equação diferencial apresentada em (1). 
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 (1) 
O bloco K3 corresponde (numericamente) tanto ao valor do ganho de binário como da 
constante contra-electromotriz do motor eléctrico. 
       (2) 
         ̇ (3) 
 
 
É possível fazer um controlo de corrente de forma a obter uma resposta tipicamente de 
1ª ordem entre a corrente de referência e aquela desenvolvida pelo motor. Esta dinâmica de 
malha fechada, normalmente imposta pelo driver do motor, altera a dinâmica do pólo de 
corrente, atenuando a realimentação da força contra-electromotriz. Resulta deste controlo a 
dinâmica demonstrada na Figura 8. 
 
 
Figura 8 Pólo resultante do controlo de servossistema 
 
 
Este pólo pode ser alocado dentro de determinados limites, impostos pelo actuador e 
modo de actuação. No caso de servomotores, este pólo está a uma frequência amplamente 
superior à frequência natural da dinâmica mecânica, pelo que é aceitável desprezá-la. 
Pode-se então reduzir este pólo a apenas um ganho. Tendo este sistema simplificado, é 
possível aplicar um controlo proporcional por forma a regular a posição, como exposto na 
Figura 9. 
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Figura 9 Sistema simplificado com controlo proporcional 
 
 
O controlo proporcional de posição resulta, em malha fechada, num sistema de 2ª 
ordem e tipo 0, que pode ser interpretado como um sistema Massa-Mola-Amortecedor (Figura 
10). O sistema sobre o qual incidirão as acções de controlo geradas pelos controladores 
considerados neste trabalho será um sistema Massa-Mola-Amortecedor, com uma dinâmica 
estritamente estável e bem definida [11]. 
 
 
 
Figura 10 Paralelo entre sistema simplificado e Sistema Massa-Mola-Amortecedor 
 
 
Na Figura 11 representa-se este sistema de uma outra forma, sujeito a uma acção de 
controlo em força. Os seus parâmetros M, K e C são a massa, a rigidez e o amortecimento 
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reais do sistema, que podem variar com as condições de funcionamento e com o tempo, sendo 
este o sistema real.  
 
Figura 11 Esquema do sistema real 
 
 
A dinâmica do sistema representado na Figura 11 pode ser representada, em espaço de 
estados, sob a seguinte forma matricial: 
*
 ̇
 ̈
+  [
  
 
 
 
 
 
 
] *
 
 ̇
+  [
 
 
 
] (    ) (4) 
Na equação (4) e na Figura 11,   representa a soma de todas as acções de controlo 
incidentes no sistema enquanto que    denota as perturbações em força a que o sistema está 
sujeito.   pode ainda ser definido como: 
        (5) 
em que    é a acção de controlo do SMC que, como já foi referido anteriormente, está 
encarregue de anular tanto as perturbações de força (  ) como as variações dos parâmetros M, 
K e C em torno dos valores nominais. Caso    seja totalmente bem sucedido nesta tarefa, 
pode-se controlar o sistema nominal não perturbado com uma outra acção de controlo   . 
Os parâmetros nominais podem ser definidos através do valor médio do intervalo em 
que se considera que possam variar. Esse intervalo, por sua vez, pode ser medido ou estimado 
em diversas condições de funcionamento. Defina-se então o sistema nominal, ilustrado na 
Figura 12: 
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Figura 12 Esquema do sistema nominal 
 
A dinâmica deste sistema pode ser descrita no espaço de estados da seguinte forma: 
 
 
 
Os parâmetros nominais relacionam-se com os reais da seguinte forma: 
   ̂     
   ̂     
   ̂     
onde   ,    e    representam as variações dos parâmetros em torno dos seus valores 
nominais. 
 ̇  [
  
 
 ̂
 ̂
 
 ̂
 ̂
] *
 
 ̇
+  [
 
 
 ̂
]   (6) 
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Tendo a dinâmica em malha fechada, do sistema real controlado, equivalente à do 
sistema nominal (como ilustrado na Figura 13), caberá a um segundo controlador (PID, 
retorno de estado ou uma outra estratégia de controlo) executar tarefas de posicionamento, 
seguimento de trajectórias, controlo de força, etc. sobre o sistema resultante da primeira acção 
de controlo (SMC). 
 
 
Figura 13 Resultado ideal da acção de controlo do SMC 
 
 
Como no presente trabalho não se pretende impor qualquer dinâmica ao sistema 
nominal, apenas anular as perturbações que nele incidem, esta acção de controlo adicional 
será anulada, embora continue a ser apresentada nas equações para futuras referências. 
Entenda-se de agora em diante por perturbações tanto as forças de perturbação como 
as variações dos parâmetros em torno dos valores nominais. Cabe ao SMC anular estas 
perturbações, pelo que se procederá à sua síntese após uma introdução ao seu modo de 
funcionamento. 
 
 
  
Controlo de servomecanismos por modos de deslizamento com redução de trepidação 
 
 
 
17 
2.2 Breve introdução aos SMC 
 
Sistemas com grandes incertezas de modelação e perturbações dinâmicas podem ter de ser 
controlados por controladores robustos não lineares, como é o caso de Controladores por 
Modos de Deslizamento. Este tipo de controladores impõe a dinâmica desejada ao sistema à 
base de uma acção de controlo muito activa com grande frequência de comutação. É definida 
uma superfície (s=0, representada na Figura 14), normalmente uma combinação linear das 
variáveis de estado [9] de modo a que, quando o sistema desliza nela se obtenha a dinâmica 
desejada. Representando um sistema dinâmico de uma só entrada: 
 
 
 
 
onde   representa o vector de estado, o escalar   é a acção de controlo,      representa a 
dinâmica do sistema e      o seu ganho. É então possível definir s como uma função do 
estado. Expõe-se o caso de se querer impor a dinâmica do erro de estado relativamente a uma 
referência, para efeitos de seguimento de trajectórias, como é o caso contemplado em [9]. 
Defina-se, então, o vector de referência de estado como   , com a mesma dimensão do estado 
do sistema  
              (7) 
 ̃       (8) 
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Figura 14 Superfície de deslizamento representada no plano de fase 
 
A equação de s é uma função do estado, ou do erro de estado tal que, em s=0 resulte 
uma equação diferencial estável. Define-se na equação (9) um exemplo de uma superfície de 
deslizamento, onde   representa a ordem do sistema dinâmico em causa e   é uma constante 
real e positiva. Exemplifica-se também na Figura 14, uma representação gráfica no plano de 
fase do estado desta superfície de deslizamento, correspondente ao caso     na equação (9). 
   
 
  
        ̃  (9) 
 
À semelhança do que é feito em controlo linear, ao introduzir uma acção integral de 
modo a rejeitar por completo perturbações constantes, também nos SMC é possível introduzir 
um termo integral na lei de controlo. Definem-se assim os ISM (Integral Sliding Modes), 
onde a própria superfície de deslizamento é função do integral do erro do estado. 
Slotine [9] define uma superfície de deslizamento integral, apresentada em (10), de 
forma análoga à apresentada em (9), mas com o erro substituído pelo seu integral. 
Actualizando a equação (9) resulta: 
 
 
   
 
  
     ∫  ̃    (10) 
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Por outro lado, Utkin [12] formula a superfície integral de um outro modo, somando à 
equação existente um termo integral z que será definido adiante. 
 
 
 
A acção de controlo que levaria o sistema ao deslizamento sobre a superfície (10) ou 
(11), pode ser formulada segundo a equação (12), [9]. 
   ̂             (12) 
  
em que  ̂ é uma componente da acção de controlo que visa alterar a dinâmica [9]. No presente 
trabalho, uma vez que não se pretende alterar o comportamento do sistema nominal,  ̂    
resultando apenas: 
 
 
 
Quanto maior o valor de   , mais rápida a convergência para s=0. Na Figura 15, onde 
se apresenta uma superfície s=0 genérica, podem-se observar convergências para esta 
superfície partindo de pontos distintos do plano de fase. Todas as trajectórias a traço cheio 
atingem a superfície de deslizamento apenas em regime permanente, sendo     o menor 
ganho que permite atingir a dinâmica desejada. De modo a que esta convergência seja feita 
em tempo finito, pode-se alterar este ganho, obtendo dinâmicas como as apresentadas a 
tracejado fino, para um dos pontos de partida. Os ganhos descontínuos representados nesta 
figura relacionam-se da seguinte forma:             . 
   
 
  
        ̃    (11) 
              (13) 
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Figura 15 Diferentes convergências para a dinâmica de deslizamento 
 
No entanto, o requisito para permanecer sobre essa superfície seria uma frequência de 
comutação da acção de controlo descontínua infinita, impossível de implementar. Esta 
comutação é então feita a frequência finita, condicionada fisicamente pelas características do 
controlador. Apresenta-se então, na Figura 16, uma hipotética evolução temporal de s e a 
acção de controlo que resultaria dessa evolução segundo a equação (12), numa aplicação em 
tempo discreto. Atentando no pormenor evidenciado é possível observar variações bruscas na 
curva de s, que, sendo esta uma combinação linear do estado do sistema, indicam variações 
bruscas do estado. Estas variações devem ser evitadas, como se verá adiante. 
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Figura 16 Hipotética evolução temporal de s e respectiva acção de controlo descontínua 
implementada a uma frequência de amostragem muito elevada 
 
 
Como se pode ver na Figura 17, a aplicação de SMC’s com uma frequência de 
comutação finita (traço contínuo) pode resultar na oscilação do sistema em torno de s=0, ao 
contrário do que aconteceria com uma frequência de comutação infinita (traçejado). 
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Figura 17 Dinâmica resultante de aplicação de SMC com comutação a frequência 
infinita e finita 
 
Um dos problemas desta componente descontínua associada a uma frequência de 
comutação finita é a ocorrência de chattering (trepidação) que implica variações bruscas das 
variáveis de estado, que no caso de controlo de movimento resultam em vibrações. Este tipo 
de vibrações são, em sistemas mecânicos, indesejáveis pois diminuem substancialmente o 
tempo de vida dos componentes do sistema sujeitando-os à fadiga e podendo excitar modos 
de vibração não modelados. 
Deste modo, há que suavizar a acção de controlo para se evitar este fenómeno. 
 
2.3 Suavização da acção de controlo 
 
Uma forma de regularizar a acção de controlo é a proposta por Slotine [9], que 
consiste na criação de uma camada de suavização em torno de s=0 (Figura 18 e Figura 19) 
dentro da qual se faz uma aproximação linear do valor da acção de controlo. Deste modo, 
admite-se um erro dinâmico máximo (no caso ilustrado,  é o erro máximo de velocidade e   
o de posição) relacionado com o valor da distância do estado do sistema a s=0. Os valores de 
  e   relacionam-se segundo a seguinte expressão: 
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    ⁄    (14) 
A suavização proposta por Slotine implementa uma função saturação dentro da 
camada de suavização, como exposto na equação (15). 
               (15) 
É também possível variar o valor desta distância para que se possa tirar o máximo 
partido da largura de banda disponível no sistema. A lei de variação da espessura da camada 
permite também implementar um filtro passa baixo implícito na acção de controlo 
descontínua [9].  
 
 
 
Figura 18 Camada de suavização em torno de s=0 
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Figura 19 Acção de controlo descontínua e contínua 
 
Na Figura 20 apresenta-se, de forma análoga ao pormenor  presente na Figura 16, uma 
hipotética evolução temporal de  , assim como a acção de controlo regularizada pela 
implementação de uma camada de suavização. 
 
Figura 20 Hipotética evolução de s e respectiva acção de controlo regularizada (Φ=1) 
 
 
No entanto, é possível afirmar que esta aproximação leva a uma perda de robustez do 
controlador, uma vez que esta banda permite um afastamento da dinâmica pretendida, pelo 
que neste trabalho se pretende testar, adicionalmente, um outro modo de regularização que 
não recorra a camadas de suavização. 
Controlo de servomecanismos por modos de deslizamento com redução de trepidação 
 
 
 
25 
Outro método de formulação da acção de controlo, onde a dinâmica de deslizamento 
difere da formulação desenvolvida em [9] foi desenvolvida por Utkin [12], em que o sinal de 
comando é uma versão filtrada (explicitamente) da acção descontínua. 
A acção de controlo à saída deste controlador é dada pela equação diferencial (16), 
representada também na Figura 21. 
               ̇    (16) 
 
 
Figura 21 Filtro explícito da acção de controlo descontínua 
 
 
Neste trabalho optou-se por formular dois controladores SMC ISM com vista à 
rejeição de perturbações do sistema contemplado. Um dos controladores segue o 
procedimento que Slotine expõe em [9] enquanto que outro é formulado segundo a 
metodologia descrita em [12] por Utkin. Deste modo, pretende-se comparar as acções de 
controlo resultantes de cada método proposto na literatura, aplicando-os ao sistema descrito 
na secção 2.1, para que se possa também observar a prestação de cada controlador na rejeição 
das perturbações a que o sistema está sujeito. 
 
2.4 Síntese dos controladores 
 
Para sintetizar a acção de comando, em unidades de força, que anularia as perturbações, surge 
a necessidade de representar o sistema na sua componente nominal, somada de todos os 
termos designados de perturbação. O sistema “real” pode então ser representado sob a 
seguinte forma: 
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*
 ̇
 ̈
+  [
  
 
 ̂
 ̂
 
 ̂
 ̂
] *
 
 ̇
+  [
 
 
 ̂
]         (17) 
 
Em que os termos de perturbação são dados por: 
 
 
 
 
 
Define-se    como a força de perturbação equivalente aos efeitos de todos os termos 
de perturbação. Deste modo, a condição apresentada em (19) anularia as perturbações. 
       (19) 
Para definir matematicamente    traduz-se o conceito apresentado na Figura 13 na 
equação (20). Resolve-se em ordem a   , resultando a equação (21). 
 
 
 
   
 
 
  ̇  
 
 
         
 
 
     
 ̂
 ̂
   
 ̂
 ̂
  ̇  
 
 ̂
    (20) 
        ̂   ̂ ̇  *  
 ̂    
 ̂
+         ̇     (21) 
 
Por palavras, a acção de controlo definida em (5), em que    satisfaz a condição (19), 
impõe ao sistema real a dinâmica do sistema nominal sujeito à acção de controlo   . 
Pode-se considerar “    ” como a acção de controlo ideal dos SMC desenvolvidos a 
seguir. 
 
2.4.1 SMC Slotine 
Sintetiza-se em primeiro lugar um SMC com recurso a uma camada de suavização variável. 
Segue-se então a metodologia de síntese apresentada em [9]. Formula-se da seguinte maneira 
a acção de controlo: 
       [
 
      
]  [
  
 (
 
 
 
 ̂
 ̂
)  (
 
 
 
 ̂
 ̂
)
] *
 
 ̇
+  [
 
 
 
 
 
 ̂
]  [
 
 
 
]   (18) 
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onde   
  
 representa a acção de controlo gerada pelo SMC desenvolvido por Slotine [9] e   
denota o valor da espessura da camada de suavização. 
A equação diferencial que define s é diferente da definida em (10). Estas diferenças 
prendem-se com o estado desejado ser o repouso na origem, como se pode observar em (23), 
por se querer uma dinâmica de regularização e o facto de os pólos correspondentes à dinâmica 
de deslizamento serem os pólos do sistema nominal, em vez de dois pólos reais e iguais como 
apresentado em (10). 
 
 
 
É então apresentada, sem perda de generalidade, a equação que define s, na equação 
(24).  
 
 
 
Uma vez que, fora da camada de suavização, o objectivo é atrair o estado do sistema 
para o interior desta camada, determina-se o valor do ganho descontínuo pelo critério de 
estabilidade de Aleksandr Lyapunov [9] em que a função candidata de Lyapunov é:  
 
 
 
 
 
 
 
  
             (
 
 
) (22) 
    ⃗   ̃     (23) 
   ̇  ∫  (
 
 ̂
     ̂   ̂ ̇ )    (24) 
     
 
 
   (25) 
| |      ̇          ̇      ( ̈  
 ̂
 ̂
 ̇  
 ̂
 ̂
  
  
 ̂
)    (26) 
              ( 
 
 ̂
(    ̂   ̂ ̇)             ̇) (27) 
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De acordo com o resultado obtido na equação (27), é necessário majorar as variações 
dos parâmetros  ,  ,   e   . Definem-se   ,        e     como sendo as variações 
máximas admitidas destes parâmetros em torno do seu valor nominal. Um valor do ganho 
descontínuo que satisfaz a inequação (27) é dado na equação (28). 
 
 
 
 
É também possível fazer   variar no tempo para que se possa aproveitar ao máximo a 
largura de banda do sistema, implementando o filtro implícito da acção de controlo 
descontínua. Sendo agora  ̇   , aplica-se mais uma vez o critério de estabilidade de 
Lyapunov, mantendo a função candidata definida em (25). Uma vez que se pretende que a 
distância do estado do sistema à fronteira da camada de suavização, estando o sistema fora 
dela, seja sempre decrescente [9], é possível escrever: 
 
 
 
 Resulta assim a definição de  ̅    : 
 
 
 
Passando a acção de controlo a ser dada por: 
 
 
 
 
É então necessário definir a dinâmica de : 
 
 
 
 
      |   |  |   |  |   ̇|  |  
 ̂    
 ̂
| (|  |  | ̂ |  | ̂ ̇|) (28) 
| |      ̇     ̇        ̇   ̇      ( ̈  
 ̂
 ̂
 ̇  
 ̂
 ̂
  
  
 ̂
)   ̇ (29) 
 ̅           ( ̂    ) ̇ (30) 
  
     ̅        (
 
 
) (31) 
| |        ̇   ̈  
 ̂
 ̂
 ̇  
 ̂
 ̂
  
  
 ̂
 (32) 
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 Substituindo (17) em (32) e uma vez que dentro da camada de suavização          
   : 
 
 
 
 
 
 
 
Deste modo é possível afirmar que o valor de s é resultante da filtragem das 
perturbações, como se mostra na Figura 22.  
 
Figura 22 Diagrama do filtro implícito de Slotine 
 
 
Define-se então como  , a frequência de corte deste filtro de incertezas representado 
na Figura 22: 
 
 
 
 
Para que o estado do sistema não saia de dentro da camada de suavização e partindo 
das premissas apresentadas por Slotine, aplicam-se leis de variação de  , formuladas em [9], 
ao caso estudado, pelo que resulta: 
 
 
 ̇   (
 
 
 
 ̂
 ̂
)   (
 
 
 
 ̂
 ̂
)  ̇  
 
 
   (
 
 
 
 
 ̂
)   
 ̅    
 
 
 
 
 (33) 
 ̇         
 ̅    
 ̂    
 
 
 
 (34) 
 
 ̂    
 ̅    
 
   (35) 
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Se       ( ̂    )  : 
 
 
 
Se       ( ̂    )  : 
 
 
 
 
 
2.4.2 SMC Utkin 
A acção de controlo sintetizada em [12] é, numa primeira fase, definida pela função sinal da 
equação definida por s: 
                  (38) 
Sendo s definida por dois termos, como visto na equação (11): 
 
 
Sendo    representativo da combinação linear das variáveis de estado, apresentada na 
equação (40), resultante da equação (9) no caso de regularização para a origem e com    , 
e   a componente integral determinada de forma a garantir o deslizamento ideal.  
 
 
 
Partindo de uma condição de deslizamento com     e  ̇    é possível escrever que: 
 
 
 
    ̇  
     
 ̂    
 (36) 
(
 ̂    
 ̂
)
 
    ̇  
 ̂    
 ̂ 
      (37) 
       (39) 
    
 
  
          ̇     (40) 
 ̇    ̇  (41) 
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Desenvolvendo o segundo termo da equação (41) e resolvendo em ordem à acção de 
controlo, obtém-se a acção de controlo equivalente (a força que manteria o sistema em 
deslizamento sobre a superfície s=0) representada na equação (42). 
 
 
Separando o primeiro termo da equação (42) nas suas duas componentes, segundo (5) 
resulta: 
 
 
 
Impondo também a condição estabelecida em (19) e resolvendo a equação (42) em 
ordem a  ̇, define-se a componente integral de s que garante a permanência em s=0 
 
 
 
Impondo a condição inicial da integração de  ̇, definida na equação (45), garante-se 
que, no instante inicial, o sistema se encontra em s=0 e verificando-se a condição apresentada 
em (41), é possível afirmar que o sistema permanece em deslizamento. 
 
 
 
A equação que define o valor de s é, portanto: 
 
 
 
O efeito que o termo   tem na equação que define   será apreciado mais adiante. 
Tendo a superfície de deslizamento definida, segue-se para o cálculo de      . 
A condição de estabilidade é imposta, novamente, pelo critério de estabilidade de 
Lyapunov, mantendo a função candidata definida em (25): 
             ̇      ̇   ̇  (42) 
          (43) 
 ̇     ̇  
 
 ̂
     ̂   ̂ ̇  (44) 
            (45) 
   ̇  ∫  (
 
 ̂
     ̂   ̂ ̇ )    (46) 
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Resulta da majoração definida em (47) um ganho descontínuo idêntico àquele obtido 
na formulação de Slotine, apresentado na equação (28): 
 
 
 
 
A acção de controlo apresentada em (38) é descontínua, necessitando de suavização de 
modo a evitar, ou reduzir, a ocorrência de chattering no sistema (como já foi referido no 
início deste capítulo). Tal suavização é feita pela filtragem deste sinal descontínuo por um 
filtro passa baixo de primeira ordem (16). 
A acção de controlo suavizada é assim dada pela seguinte equação diferencial: 
 
 
Como apresentado em [12], a acção descontínua filtrada por um filtro de primeira 
ordem, com a constante de tempo adequada, resulta num sinal de média correspondente à 
acção de controlo ideal. Esta constante de tempo deve ser majorada tendo em conta as 
frequências a que o sistema é capaz de responder. Idealmente,   deverá ser baixo o suficiente 
para que nenhuma parte do espectro de perturbações seja filtrado, mas isto pode implicar uma 
aproximação em demasia ao caso descontínuo (38), pelo que se voltaria ao problema inicial 
da acção de controlo descontínua. É, portanto, necessário encontrar um compromisso entre 
suavização da acção de controlo e prestação na rejeição de perturbações, num espectro 
razoavelmente alargado. Este estudo será feito no próximo capítulo, quando se aprofundar 
este problema. 
Tendo a acção de controlo sido alvo de modificações, é preciso actualizar o termo 
integral e o critério de estabilidade. 
 ̇         ̇     
              ( 
 
 ̂
(    ̂   ̂ ̇)             ̇) 
 
(47) 
      |   |  |   |  |   ̇|  |  
 ̂    
 ̂
| (|  |  | ̂ |  | ̂ ̇|) (48) 
     ̇ 
 
   
  (49) 
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Por definição, é possível afirmar que os efeitos que    tem no sistema são os mesmos 
que     lhe provocaria, uma vez que a acção descontínua, comutada idealmente a frequência 
infinita, contêm todo o espectro das perturbações. Define-se, então, a nova componente 
integral por: 
 
 
 
mantendo a condição inicial descrita em (45). 
Aplica-se novamente o critério de estabilidade de Lyapunov, com a mesma função candidata: 
 
 
 
 
 
Verifica-se que resulta deste critério um ganho idêntico ao obtido na equação (48): 
 
 
 
 
2.5 Comparação dos controladores 
 
Para que se compreendam as diferenças entre os dois controladores, analisam-se a dinâmica 
de deslizamento e a acção de controlo de cada um deles. 
 
2.5.1 Dinâmica de deslizamento 
Quando ocorre sliding ideal, na formulação de Slotine considerada, a dinâmica do sistema é 
dada por: 
 ̇     ̇    ̇      ̇   ̈    (  ̇  
 
 ̂
      
   ̂   ̂ ̇  
  
 ̂
) (50) 
 ̇    (  ̇  
 
 ̂
      
   ̂   ̂ ̇  
  
 ̂
) (51) 
 ̇         ̇      
 
              ( 
 
 ̂
(    ̂   ̂ ̇)             ̇) (52) 
      |   |  |   |  |   ̇|  |  
 ̂    
 ̂
| (|  |  | ̂ |  | ̂ ̇|) (53) 
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Uma vez que     , devido à perspectiva seguida neste trabalho de considerar apenas 
a rejeição de perturbações, a equação resultante é: 
 
 
 
Derivando a equação acima resulta: 
 
 
 
Conclui-se, da equação (56), que a condição de deslizamento resulta, no caso de 
Slotine, na dinâmica nominal. 
Já a formulação de Utkin impõe a seguinte dinâmica de deslizamento, resultante da 
condição s=0: 
 
 
 
 
 
Manipulando algebricamente a equação (57) e anulando    resulta: 
 
 
 
Do mesmo modo, o deslizamento é definido também por  ̇   , como se apresenta 
derivando a expressão (58): 
 
 
 
     ̇  
 ̂
 ̂
  
 ̂
 ̂
∫    
 
 ̂
∫        (54) 
 ̇  
 ̂
 ̂
  
 ̂
 ̂
∫       (55) 
 ̈  
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 ̇  
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 ̇  
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 ̂
 ̂
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 ̂
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    )      (58) 
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    )    (59) 
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Uma vez que “  
    ” representa o espectro de perturbações não rejeitadas, a 
equação (59) permite verificar que a dinâmica de deslizamento é equivalente à dinâmica do 
sistema nominal sob a influência das perturbações que o controlador é incapaz de rejeitar. É 
portanto de esperar que a dinâmica obtida pelo controlo seja equivalente à dinâmica de 
deslizamento. 
Constata-se que as dinâmicas obtidas pelo deslizamento do sistema diferem uma da 
outra, pois no caso de Slotine a dinâmica de deslizamento é insensível a perturbações 
enquanto que a dinâmica de deslizamento obtida pela formulação de Utkin é afectada 
explicitamente pelas perturbações. 
Estas diferenças são visíveis nas Figura 23 e Figura 24 resultantes de casos 
particulares simulados, apresentados no próximo capítulo, que representam as trajectórias dos 
sistemas controlados e das dinâmicas equivalentes de s=0, no plano de fase. Conclui-se daqui 
que o controlador formulado por Slotine, por admitir uma banda de suavização  , não força o 
sistema a deslizar exactamente na superfície s=0, correspondente à dinâmica nominal. 
Observam-se, na Figura 23, duas trajectórias sobrespostas (a da dinâmica de deslizamento e a 
da dinâmica nominal) distintas da trajectória resultante da dinâmica do sistema controlado. 
 Já a formulação de Utkin resulta numa acção de controlo que obriga o sistema a 
deslizar numa superfície afectada pelas perturbações. É também observável, na Figura 24, que 
a trajectória da dinâmica nominal não corresponde à da dinâmica de deslizamento, sendo esta 
coincidente com a trajectória do sistema controlado. 
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Figura 23 Dinâmica de deslizamento vs Dinâmica do sistema (Slotine) 
 
 
 
Figura 24 Dinâmica de deslizamento vs Dinâmica do sistema (Utkin) 
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2.5.2 Acção de controlo 
Observando as equações (22) e (49) pode-se observar, desde já, uma diferença: enquanto que 
a acção de controlo formulada por Slotine é perfeitamente contínua e derivável, no domínio 
contido dentro da camada de suavização, a formulação de Utkin resulta na resposta de um 
sistema de primeira ordem a degraus consecutivos, o que resulta num sinal semelhante a uma 
onda triangular, que, embora seja contínuo, apresenta pontos de derivada não definida. Este 
aspecto aponta para uma suavização mais eficaz gerada pela formulação de Slotine. É 
portanto espectável que a prestação do controlador de Slotine supere a de Utkin, no que diz 
respeito à actividade da acção de controlo. 
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3 Simulação do controlo não linear de um sistema Massa-Mola-
Amortecedor 
 
 
Como visto na secção 2.1, o sistema em análise consiste num sistema de 2ª ordem, mais 
concretamente, um sistema mecânico Massa-Mola-Amortecedor cuja entrada é uma força de 
actuação e a saída é a posição. Como foi referido no capítulo anterior, este sistema pretende 
ser representativo de um servossistema mecânico controlado em malha fechada por um 
controlador proporcional de posição. 
O sistema nominal, cuja dinâmica é definida por (6), implementado em simulação 
neste primeiro estudo apresenta as seguintes características: 
 ̂       
 ̂          
 ̂           
 ̂         
   
 ̂      
 
A resposta em frequência do sistema nominal é a apresentada no diagrama de Bode 
representado na Figura 25. Esta dinâmica representa o objectivo de controlo, ou seja, a 
dinâmica que se pretende obter rejeitando as perturbações com a acção de controlo 
proveniente dos controladores SMC. 
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Figura 25 Resposta em frequência do sistema nominal 
 
 
Nos capítulos 3 e 4, simulam-se as evoluções do estado do sistema real controlado e 
do sistema nominal ao longo dos 10 segundos subsequentes ao instante inicial, em que o 
sistema parte do repouso (velocidade nula) da posição x0=10m. Todos os cálculos são feitos a 
partir dos dados retirados destas simulações. 
A resposta temporal obtida caso as perturbações fossem rejeitadas por completo, seria 
a apresentada nas Figura 26 e Figura 27. 
 
Figura 26 Evolução da posição do sistema nominal ao longo do tempo simulado 
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Figura 27 Evolução da velocidade do sistema nominal ao longo do tempo simulado 
 
Mas, uma vez que o objectivo deste controlador não é o seguimento de trajectórias 
(tracking), mas sim a obtenção de uma determinada dinâmica do estado, optou-se por 
representar o trajecto do sistema num plano de fase, pois, desse modo, é possível representar a 
evolução do estado num único gráfico, eliminando a variável tempo, tal como representado na 
Figura 28. 
 
 
Figura 28 Evolução do estado do sistema nominal 
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3.1 Casos simulados 
 
Para que se torne visível a capacidade de rejeição de perturbações em força, começa-se por 
aplicar uma perturbação constante. Consideram-se dois valores de força de perturbação 
estática para que, mais adiante, se possa averiguar de forma visível a dinâmica da acção de 
controlo. Consideram-se também três dinâmicas diferentes das perturbações de força 
variáveis, para concluir acerca da influência das frequências de corte dos filtros dos 
controladores na robustez a estas dinâmicas de perturbação. As Tabelas 2 e 3 resumem os 
casos simulados. 
 
Tabela 2 Casos de perturbação estática de força (N) 
        
        
 
Tabela 3 Casos de perturbação dinâmica de força (N) 
              
                
                 
 
A acção de controlo ideal seria a apresentada em (60), uma vez que apenas se perturba 
o sistema em força. Entenda-se por   
   
 a acção de controlo gerada por qualquer um dos 
SMC’s considerados neste estudo. 
 
 
 
  
            (60) 
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No entanto, as acções de controlo provenientes dos controladores obedecem às leis de 
controlo apresentadas nas equações (22) e (49), diferindo da apresentada na equação (60). 
Pretende-se avaliar a influência que os filtros, implícito num caso e explícito no outro, tanto 
como as suas frequências de corte, apresentadas nas equações (61) e (62), têm na rejeição da 
perturbação. 
 
 
 
Com esse objectivo em mente, serão analisados três valores para estas frequências de 
corte: uma década abaixo da frequência natural do sistema nominal, a frequência natural e 
uma década acima. A Tabela 4 apresenta os parâmetros dos controladores considerados nos 
casos de perturbações de força. 
 
Tabela 4 Parâmetros dos SMC para perturbações de força 
Parâmetros dos controladores 
                
        ̂ = 1 rad/s 
     ̂ = 10 rad/s 
       ̂ = 100 rad/s 
 
200 N 
 
0 
 
Definidos os parâmetros dos controladores, o valor de       definido pela expressão 
representada em (28), (48) e (53) resulta em: 
 
 
No caso de Utkin, a resposta ao degrau de 200N do sistema de primeira ordem 
descrito na equação (49), apenas atingirá esse valor em regime permanente (   ). No caso 
   , é natural que o valor de s não mude de sinal, sendo que a perturbação estática é igual ao 
máximo contemplado nos parâmetros do controlador. Na Figura 29 é visível, a cinzento, a 
  
     (61) 
  
    ⁄  (62) 
           (63) 
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parcela de perturbações rejeitadas, para o caso referido. A área a branco, contida acima da 
acção de controlo ideal, representa a parcela de perturbações que não é rejeitada. 
 
Figura 29 Exemplo da parcela de perturbações rejeitada 
 
 
É também espectável que, no caso    , ocorra a comutação da função sinal de s, uma 
vez que a resposta ao degrau de 200N atinje os 100N em tempo finito. 
 
Como exemplo de rejeição de incertezas paramétricas, incidir-se-á sobre a incerteza de 
massa, uma vez que é o caso mais flagrante de variações paramétricas em servomecanismos, 
devido ao facto de a carga transportada ser vulgarmente variável. São de esperar resultados 
semelhantes aos obtidos com uma perturbação sinusoidal de 10 rad/s, uma vez que as 
incertezas paramétricas introduzem perturbações com frequências da ordem da frequência de 
oscilação natural do sistema. A Tabela 5 apresenta os casos de incertezas paramétricas 
considerados neste trabalho. 
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Tabela 5 Incertezas paramétricas (kg) 
    ̂       
    ̂       
 
Consideram-se assim duas variações de massa em torno do valor nominal, ambas de 
módulo igual a 5 quilogramas, sendo o valor    tido como 7.5 kg de modo a evitar que o 
sistema controlado esteja no limiar da estabilidade. Neste caso, a acção de controlo ideal seria 
a dada pela equação (64). 
  
         
 
 ̂
   ̂   ̂ ̇  (64) 
 
Tabela 6 Parâmetros dos SMC para perturbações paramétricas 
Parâmetros dos controladores 
                
        ̂ = 1 rad/s 
     ̂ = 10 rad/s 
       ̂ = 100 rad/s 
 
7.5 Kg 
 
0 
 
Resulta das leis de controlo (apresentadas em (28), (48) e (53)) o seguinte valor de 
     : 
 
 
 
São também feitas as simulações tendo uma taxa de amostragem imposta ao 
controlador por retentores de ordem zero, de modo a recriar uma aplicação real de um 
controlador SMC aplicado em tempo discreto. Embora haja métodos de discretização deste 
           |     |  |   ̇|   (65) 
Controlo de servomecanismos por modos de deslizamento com redução de trepidação 
 
 
46 
tipo de controladores [13]-[16], é prática comum esta ser feita apenas pela amostragem das 
variáveis de estado e da acção de controlo como será feito em simulação, aplicando o 
controlador sintetizado em tempo contínuo. Espera-se observar as diferenças entre a prestação 
dos dois controladores em tempo contínuo e em tempo discreto. 
 
3.2 Resultados 
 
Como métrica de desempenho dos controladores, calcula-se o erro médio absoluto conforme a 
equação (66). 
 
 
Uma vez que o controlador é formulado em função do estado do sistema, propõe-se 
também uma métrica de erro definida como sendo a área contida entre a trajectória nominal e 
aquela realizada pelo sistema perturbado no plano de fase –ver exemplo na Figura 30. Este 
valor foi calculado por um algoritmo desenvolvido numa função Matlab®, descrita no 
ANEXO A. Deste ponto em diante esta métrica será referenciada como “erro de fase”. 
 
 
 
Figura 30 Área contida entre trajectórias 
 
 
| |    
 
  
∫ |    |  
  
 
 (66) 
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Apresentam-se, de seguida, da Tabela 7 à Tabela 10 os valores destas duas métricas de 
erro para os vários casos de perturbações que os dois controladores formulados pretendem 
rejeitar. Define-se Resposta Livre como sendo a evolução do estado do sistema perturbado, 
quando não lhe é aplicada qualquer acção de controlo. 
 
Tabela 7 Erros de posição perante forças de perturbação 
 
                    
Erro[m] emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd 
Resposta 
Livre 
9.15E-2 6.63E-2 0.183 0.132 0.1344 8.32E-2 0.222 0.137 1.00E-2 1.10E-3 
    
(Utkin) 
7.78E-2 6.67E-3 0.1556 1.35E-2 9.64E-2 5.57E-2 0.223 0.136 9.60E-3 1.10E-3 
    
(Utkin) 
3.34E-2 1.15E-3 6.70E-2 2.26E-3 1.59E-2 8.59E-3 0.157 9.65E-2 6.10E-3 9.68E-4 
    
(Utkin) 
4.45E-3 1.45E-4 8.91E-3 2.78E-4 1.80E-3 9.03E-4 2.22E-2 1.37E-2 1.80E-3 6.59E-4 
    
 (Slotine) 
7.78E-2 6.67E-3 0.1555 1.33E-2 9.64E-2 5.57E-2 0.223 0.136 9.59E-3 1.07E-3 
    
 (Slotine) 
3.34E-2 1.15E-3 6.67E-2 2.30E-3 1.59E-2 8.56E-3 0.156 9.62E-2 6.07E-3 9.71E-4 
    
 (Slotine) 
4.45E-3 1.45E-4 8.93E-3 2.78E-4 1.79E-3 8.71E-4 2.21E-2 1.36E-2 2.02E-3 6.10E-4 
 
 
Como se pode observar, os erros de posição são tanto menores quanto maior for a 
frequência de corte dos filtros. É possível também concluir que frequências de corte abaixo 
das frequências fundamentais das perturbações pouco influenciam os resultados. Para 
sustentar esta afirmação, pode-se verificar os casos em que se apresentam os valores de erro 
em negrito, indicando que não existe uma melhoria relativamente à resposta livre. Para além 
deste facto, pode-se também observar o melhor caso de rejeição para frequências do filtro 
Controlo de servomecanismos por modos de deslizamento com redução de trepidação 
 
 
48 
inferiores à frequência de perturbação, que é o controlador Slotine com    =10 rad/s a rejeitar 
a força de 100 rad/s, apresentando apenas uma redução do erro máximo de 39%.  
Observa-se que a força que mais perturba o sistema é a que também mais resiste à 
rejeição por parte dos controladores, correspondendo a    , o que era de esperar, uma vez que 
é aquela que excita o sistema à sua frequência natural de vibração.  
No que diz respeito à incerteza de massa, os resultados obtidos estão resumidos na 
Tabela 8. 
 
Tabela 8 Erros de posição perante incertezas de massa 
 
      
Erro[m] emáx |e|méd emáx |e|méd 
Resposta 
Livre 
1.8346 0.1224 2.0492 0.1027 
    
 (Utkin) 
1.8783 0.1291 1.9958 9.878E-2 
    
 (Utkin) 
1.3443 0.1147 1.1924 6.513E-2 
    
 (Utkin) 
0.1956 1.276E-2 0.1830 1.146E-2 
    
 (Slotine) 
1.6382 0.1165 1.7491 9.067E-2 
    
 (Slotine) 
1.0627 8.481E-2 0.9829 5.584E-2 
    
 (Slotine) 
0.1282 8.35E-3 0.1217 7.74E-3 
 
 
Observa-se na Tabela 8 que, para              , se verifica uma redução de cerca 
de 90% da perturbação de massa, que se deve à frequência da dinâmica de rejeição claramente 
superior à frequência da dinâmica de perturbações (cerca de dez vezes maior).  
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Existe também uma tendência global de uma melhor prestação do controlador de 
Slotine, sendo ligeiramente (em média 6.23%) melhor para a maior parte dos casos (cerca de 
65% dos casos). Por fim, nota-se uma maior diferença de erro entre os dois controladores 
quando se rejeitam perturbações paramétricas do que quando se pretendem anular forças de 
perturbação. Estas diferenças são da ordem dos 20% para variações da massa enquanto que 
para forças de perturbação rondam 1%. 
Apresentam-se de seguida, na Tabela 9, os erros de fase obtidos para as diferentes 
forças de perturbação. 
 
Tabela 9 Erros de fase perante forças de perturbação (m
2
/s) 
 
                    
Resposta 
Livre 
15.2524 30.4028 8.4288 55.2953 1.9665 
    
 (Utkin) 
11.9391 23.8694 6.4219 52.8403 1.9921 
    
 (Utkin) 
4.2625 8.6459 2.1832 24.1111 2.1005 
    
 (Utkin) 
0.1036 0.2681 0.2843 1.2574 1.3857 
    
 (Slotine) 
11.9368 23.7939 6.4207 52.8020 1.9907 
    
 (Slotine) 
4.2592 8.4899 2.1809 24.0178 2.1005 
    
 (Slotine) 
0.1035 0.2246 0.2817 1.2296 1.3835 
 
 
Os resultados de erro de fase (a métrica da área do plano de fase) são coerentes com os 
de erro de posição, notando que a tendência geral de melhor prestação do controlador Slotine 
se verifica para quase todos os casos (é excepção um caso de rejeição de    ). Esta medida 
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contém também o erro de velocidade, podendo ser, por este motivo, uma melhor métrica que 
a apresentada anteriormente. Não obstante, continuarão a ser apresentadas ambas as métricas. 
Notem-se também os valores sublinhados (Tabela 9 e Tabela 10) que representam uma 
dinâmica controlada mais afastada da dinâmica nominal que a resposta livre. Também se 
observa, na Tabela 10, que o caso        , embora perturbe menos o sistema, resiste mais 
à rejeição dos controladores. 
 
Tabela 10 Erros de fase perante incertezas de massa (m
2
/s) 
 
      
Resposta 
Livre 
150.7465 201.4217 
    
 (Utkin) 
163.0091 193.2530 
    
 (Utkin) 
259.4110 184.4239 
    
 (Utkin) 
46.8633 42.0884 
    
 (Slotine) 
143.6559 152.8587 
    
 (Slotine) 
205.5041 154.5313 
    
 (Slotine) 
30.8537 28.4593 
 
É possível concluir dos resultados destas simulações que a formulação de Utkin 
abordada neste estudo tem um comportamento, admitindo uma possível aplicação em tempo 
contínuo, ligeiramente pior que um controlador equivalente formulado pelo método proposto 
por Slotine. 
 Nos casos de perturbação em força, os ajuste do parâmetro    permite uma maior ou 
menor rejeição das perturbações em regime permanente – ver Figura 31. Como se pode ver no 
pormenor evidenciado, o sistema oscila em regime forçado, sendo esta resposta  pouco ou 
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nada dependente das condições iniciais (observem-se três conjuntos de pseudo-elipses, 
correspondentes à resposta livre e aos dois valores de    considerados nas figuras). Nota-se 
também, que antes de se estabilizar esta oscilação forçada, os parâmetros do controlador têm 
pouca influência na dinâmica do sistema, isto comparativamente à sua influência na rejeição 
em regime permanente. 
 
 
Figura 31 Evolução do sistema (   ) 
 
 No caso de variações paramétricas (a variação da massa do sistema) o ajuste dos 
parâmetros influencia a dinâmica de rejeição em toda a trajectória. Mantém-se a tendência de 
melhor rejeição com o aumento da frequência de corte da filtragem das perturbações, como é 
visível na Figura 32. É também visível o comportamento imposto pelos controladores com 
            , afastando a trajectória do sistema controlado da trajectória correspondente à 
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dinâmica nominal. Para além destes factos, são mais evidentes as diferenças dos controladores 
neste caso do que na rejeição de forças de perturbação. 
 
 
 
Figura 32 Evolução do sistema (      ) 
 
Estas diferenças  entre os controladores podem dever-se ao facto da acção de controlo, 
resultante da concepção de uma camada de suavização, ser contínua e derivável dentro deste 
domínio, enquanto que a filtragem de uma actuação descontínua resulta num sinal contínuo 
mas não derivável. Embora ambos resultem, essencialmente, na mesma acção de controlo, 
uma tem uma componente extra (resultante de uma comutação finita, mesmo em simulação de 
uma aplicação em tempo contínuo) que terá um efeito negativo na sua eficiência - Figura 33. 
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Figura 33 Pormenor demonstrativo das diferenças das acções de controlo em tempo 
contínuo 
 
Uma vez que, em aplicações de controladores não lineares, é pouco comum a 
utilização de tecnologia analógica devido a dificuldades de implementação de funções 
complexas, é necessária a aplicação da amostragem do estado. São também complexos os 
métodos de discretização de controladores de estrutura variante e, embora Utkin proponha 
métodos que visam essa mesma discretização ([15], [16]), neste trabalho opta-se por um 
método ad hoc, apenas amostrando os sinais de estado do sistema e da acção de controlo. Para 
este efeito, foram implementados retentores de ordem zero, com uma frequência de 
amostragem de 1000Hz, nos sinais que o controlador necessita para gerar a acção de controlo 
e nesta última também. O valor da frequência de amostragem adoptada garante uma 
reconstrução admissível do sinal amostrado, pois é maior que 10 vezes a maior frequência 
presente no sinal de controlo. 
Tendo visto que o caso da perturbação de força sinusoidal à frequência natural do 
sistema é aquele que mais perturba o sistema, opta-se por simular apenas esse caso para que 
se possam observar as implicações que a discretização dos controladores têm na sua 
capacidade de rejeição desta força perturbadora. Do mesmo modo, uma vez que o sistema 
com         representa o caso em que é mais difícil a rejeição de perturbações, simula-se 
apenas este caso de incerteza paramétrica na aplicação dos controladores em tempo discreto. 
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Expõem-se de seguida os resultados dos controladores implementados em tempo 
discreto, apenas para os casos referidos. 
Na Tabela 11 pode-se ver que a discretização tem influências aparentemente 
contraditórias nas métricas de erro, quando comparadas com o caso equivalente nas Tabelas 8 
e 9. Embora na maior parte dos casos (61%) a discretização tenha sido um factor negativo na 
rejeição da perturbação, em 45% dos casos esta levou a uma melhoria de resultados. É, no 
entanto, de notar que todos os casos em que a discretização melhorou o desempenho dos 
controladores são aqueles em que a velocidade da dinâmica de rejeição é igual ou menor que 
a dinâmica da perturbação, sendo a melhor rejeição destes casos de apenas 56% da 
perturbação. Em todos os casos em que a dinâmica de rejeição é mais rápida do que a da 
perturbação (em que a rejeição é da ordem dos 97%) a discretização dos controladores levou a 
uma perda de eficácia. Esta perda é claramente maior no caso de Slotine, em que a medida do 
erro de fase incrementou cerca de 300%, contra 42% no caso de Utkin. 
 
Tabela 11 Erros de posição e de fase em tempo discreto para                N 
 
Mostra-se também uma tendência de melhor prestação por parte do controlador de 
Utkin, sendo esta vantagem de 11%, em média. Esta diferença entre os controladores pode-se 
dever à incapacidade do controlador de Slotine de manter o sistema dentro da camada de 
suavização, como é visível na Figura 34 em que a acção de controlo do controlador de Slotine 
satura. 
 
 
    
(Utkin) 
     
 (Utkin) 
    
 (Utkin) 
     
 (Slotine) 
    
 (Slotine) 
     
 (Slotine) 
Erro[m] emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd 
0.221 0.136 0.158 0.0970 0.0255 0.0142 0.224 0.136 0.159 0.0974 0.0416 0.0151 
Erro[m2/s] 52.3890 21.7405 1.7847 52.3935 20.0015 4.9998 
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Figura 34 Pormenor demonstrativo das diferenças das acções de controlo em tempo 
discreto (fs=1000 Hz) 
 
 Os valores expostos na Tabela 12 revelam uma clara tendência de pior prestação dos 
controladores discretizados comparativamente aos resultados obtidos em tempo contínuo, 
verificando-se esta tendência em todos os casos. Focando a atenção no caso da dinâmica de 
rejeição de perturbações mais rápida, é possível observar que o controlador de Slotine 
apresenta melhores resultados, mesmo com a amostragem do estado e da acção de controlo. 
Esta vantagem é em média cerca de 21%. 
 
Tabela 12 Erros de posição e de fase em tempo discreto para      kg 
 
Como, no caso de perturbações paramétricas, existe uma dinâmica do ganho 
descontínuo, a dinâmica de   permite manter o estado do sistema dentro da camada de 
suavização, mantendo a filtragem das perturbações (Figura 35). Por outro lado, no caso em 
 
    
(Utkin) 
    
(Utkin) 
    
(Utkin) 
    
(Slotine) 
    
(Slotine) 
    
(Slotine) 
Erro[m] emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd emáx |e|méd 
1.884 0.129 1.355 0.115 0.201 0.0127 1.648 0.113 1.092 0.087 0.164 0.0102 
Erro[m2/s] 163.3074 264.6529 47.5266 144.7351 212.5332 38.3501 
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que as perturbações apenas podem ser majoradas, a dinâmica de   é inexistente, sendo o 
controlador incapaz de manter o estado do sistema na camada de suavização (Figura 36). 
 
 
Figura 35 Evolução de s e Φ na aplicação em tempo discreto da rejeição de        
 
 
 
Figura 36 Evolução de s e Φ na aplicação em tempo discreto da rejeição de     
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3.3 Conclusões 
 
É possível concluir deste capítulo que perturbações dinâmicas requerem dinâmicas de rejeição 
por parte dos filtros dos controladores mais rápidas, isto para que a rejeição seja significativa. 
A medida de erro composta pelo valor da área contida entre a dinâmica do sistema 
nominal e a do sistema perturbado e controlado aparenta ser fiável, uma vez que segue a 
tendência geral do erro de posição, sendo perfeitamente monótona (contrariamente ao erro de 
posição médio), o que se deve, em princípio, à simultânea contabilização do erro de posição e 
de velocidade eliminando a contabilização do atraso de trajectória. 
A acção de controlo gerada pelo controlador de Slotine apresenta claras vantagens 
quando implementado em tempo contínuo, mas, uma vez considerada uma taxa de 
amostragem, pode não ser possível garantir a permanência do estado do sistema dentro da 
camada de suavização. Isto leva a um erro tanto de posição como de fase mais elevado, 
ultrapassando, para a maior parte dos casos de perturbação em força, aquele obtido quando o 
sistema é controlado pelo controlador Utkin.  
Depois destas considerações, passa-se à introdução de uma outra dinâmica do sistema, 
típica em servomecanismos e avaliam-se as suas influências nas acções de controlo 
provenientes dos dois controladores. 
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4 Simulação de controlo não linear de sistema Massa-Mola-
Amortecedor contemplando um filtro de actuação 
 
 
Como se formulou no 2º capítulo, o objecto de controlo (o sistema Massa-Mola-Amortecedor) 
pretende simular um servossistema cujas perturbações se querem anular. Considerando agora 
que a dinâmica de actuação (resultante do controlo de corrente referido na secção 2.1) 
introduz um pólo a uma frequência mais próxima da frequência natural do sistema mecânico, 
admite-se que esta dinâmica não pode ser desprezada. Na Figura 37 apresenta-se o diagrama 
de blocos do sistema, considerando esta nova dinâmica. Entenda-se por      a força efectiva, 
desenvolvida pelo actuador, definida pela seguinte equação diferencial de primeira ordem: 
 
 
 
Em que      representa a constante de tempo da dinâmica de actuação, sendo o seu 
valor igual ao inverso da frequência de corte do filtro que esta dinâmica impõe. 
No caso de uma actuação eléctrica, este pólo é tendencialmente imposto a frequências 
mais altas. Já no caso de actuações pneumáticas e hidráulicas, a frequência a que é possível 
alocar este pólo é limitada a valores mais baixos, sendo a dinâmica de actuação mais influente 
na dinâmica geral do sistema. 
Pela natureza do fluido de trabalho, os sistemas pneumáticos têm uma largura de 
banda inferior aos sistemas hidráulicos. Assim, assume-se uma largura de banda 
exemplificativa de uma actuação pneumática, implementando-a em simulação para concluir 
que influências esta tem no controlo do sistema. Admite-se conhecer com exactidão a 
dinâmica de actuação, tendo-a perfeitamente modelada. 
  
         ̇         (67) 
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Figura 37 Diagrama do servomecanismo com dinâmica de actuação 
 
 
Sendo esta dinâmica um filtro material e inevitável, seria possível encará-la como o 
filtro explícito que Utkin propõe. No entanto, levantam-se questões práticas, pois esta 
hipótese implicaria um comando descontínuo dos moduladores de potência o que poderia 
danificá-los. 
De modo a evitar os danos referidos, além das formulações já estudadas, contabiliza-
se na equação que define s, o espectro de frequências de perturbações que a dinâmica de 
actuação impede o controlador de rejeitar, como já feito para o filtro explícito do controlador 
de Utkin – ver equação (51). 
Apresentam-se de seguida duas versões de cada controlador. Uma versão é idêntica à vista 
na secção 2.4, sendo a dinâmica de actuação apenas uma dinâmica não modelada e não 
contabilizada. Na nova versão contabiliza-se o espectro de perturbações que o filtro de 
actuação impede o controlador de rejeitar. 
O caso de perturbação será reduzido a     pois é o caso de força de perturbação que mais 
perturba o sistema, como já foi visto no capítulo anterior. 
Será também feito um estudo acerca da relação entre as frequências do filtro do 
controlador (quer implícito, quer explícito) e do filtro de actuação de modo a tentar encontrar 
um bom compromisso entre uma boa prestação e uma intensidade da acção controlo não 
muito alta. 
Serão feitas as simulações em tempo contínuo e com os controladores discretizados 
como foi efectuado no capítulo anterior. 
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4.1 Redefinição da superfície de deslizamento 
 
As diferenças nos novos controladores propostos prendem-se apenas com a 
formulação da equação diferencial de s. Definem-se duas novas equações para o cálculo desta 
variável, como se verá de seguida. 
 
4.1.1 SMC Slotine 
Neste caso, uma vez que a filtragem do sinal descontínuo é feita de modo implícito, apenas se 
contabiliza em s os efeitos da dinâmica de actuação. Assim, analogamente ao raciocínio 
seguido na secção 2.5.1, em que se contabiliza o espectro de perturbações irrejeitáveis, 
apresenta-se a superfície de deslizamento com contabilização do espectro de perturbações que 
a dinâmica de actuação impede o controlador de rejeitar: 
 
 
 
 
Na equação (68) é visível este espectro, representado por “       
  ”, pois   
   
contém todo o espectro de perturbações que o controlador Slotine com suavização da acção de 
controlo permite rejeitar, enquanto que      apenas contém o espectro de perturbações 
rejeitáveis pelo sistema com a dinâmica de actuação incluída. Assim, a sua diferença 
representa o espectro de perturbações que a dinâmica de actuação impede o controlador de 
rejeitar. 
 
4.1.2 SMC Utkin 
Neste caso, incluem-se na definição de s, os efeitos que, tanto a filtragem do controlador 
como a de actuação têm na dinâmica de rejeição de perturbações: 
 
 
 
 
 
   ̇  
 ̂
 ̂
  
 ̂
 ̂
∫    
 
 ̂
∫(       
  )    (68) 
   ̇  
 ̂
 ̂
  
 ̂
 ̂
∫    
 
 ̂
∫             (69) 
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De modo idêntico ao caso anterior, uma vez que    contém todo o espectro de 
perturbações e      apenas contém o espectro de perturbações que se admite poder rejeitar 
com o filtro explícito do controlador e com a dinâmica de actuação, a sua diferença representa 
o espectro de perturbações que ambos os filtros impedem o controlador de rejeitar. 
 
4.2 Análise da razão de frequências dos filtros 
 
Havendo a necessidade de filtrar a acção de controlo a montante dos moduladores de 
potência, põe-se a questão de qual a frequência de corte deste filtro imposto pelos 
controladores, relativamente ao filtro material imposto pela actuação. Esta relação foi 
estudada tendo em conta a sua influência em dois factores, a medida de erro proposta na 
secção 3.2 e a intensidade de acção de controlo. 
Para fazer este estudo aplicou-se a nova versão de um dos controladores, como se verá 
adiante. Simulou-se o controlo do sistema tendo em conta filtros de actuação de dinâmica 
lenta, exemplificativos de dinâmicas de actuação pneumática. Para esse efeito definiram-se 
quatro valores de largura de banda desta dinâmica de actuação, definidos na Tabela 13. 
Entenda-se por      a constante de tempo do filtro introduzido pela dinâmica de actuação e 
por       a constante de tempo do filtro imposto pelo controlador. 
 
Tabela 13 Valores de largura de banda da dinâmica de actuação (rad/s) 
 
    ⁄  
 10 
 
    ⁄  
 25 
 
    ⁄  
 50 
 
    ⁄  
 100 
 
Estudam-se seis valores de relação de frequências, expostos na Tabela 14, sendo este 
valor definido da seguinte forma: 
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Tabela 14 Valores de razão de frequências 
      
      
    4 
    8 
    10 
    12 
 
 
 
4.2.1 Influência no erro de fase 
Apresentam-se os valores de erro de fase (Tabela 15) do sistema perturbado com    , para os 
diferentes filtros de actuação e razões de frequências. 
Uma vez que os erros diferem apenas em cerca de 1%, entre os dois controladores, em 
tempo contínuo, optou-se por fazer este estudo tendo como base os valores do sistema 
controlado pelo controlador de Slotine, pela facilidade de cálculo que este apresenta em 
simulação, devido à inexistência da função sinal de s.  
 
 
   
 
     ⁄
 
    ⁄
 
    
     
 (70) 
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Tabela 15 Erros de fase (m
2
/s) para diferentes dinâmicas de actuação e      (controlador 
Slotine,     ) 
 10 25 50 100 
1 52.4537 21.3345 7.5687 2.8848 
2 41.9651 13.9651 4.9600 2.0070 
4 33.3342 10.4661 3.8461 1.6052 
8 28.5700 8.9185 3.3352 1.4146 
10 27.6272 8.6254 3.2363 1.3770 
12 27.0052 8.4364 3.1712 1.3522 
∞ 24.0178 7.5214 2.8546 1.2296 
 
4.2.2 Influência na intensidade da acção de controlo 
A acção de controlo deve ser intensa o suficiente para anular as perturbações, mas também 
suave o suficiente para não danificar os componentes mecânicos sujeitos à acção de controlo. 
Uma vez que o controlador Utkin aparenta ser o que gera uma acção de controlo mais activa, 
consideram-se os sinais provenientes deste controlador. Para conseguir medir esta intensidade 
nasce a necessidade de diferenciar duas componentes do sinal da acção de controlo, a de baixa 
frequência, essencialmente com a frequência da perturbação, e todas as demais frequências 
acima da das perturbações (ver Figura 39). Na situação considerada, em que a perturbação é 
uma sinusóide de 10 rad/s (   ), filtra-se o sinal da acção de controlo (ver exemplo na Figura 
38) com um filtro passa alto de terceira ordem e 100 rad/s de frequência de corte. Deste modo 
consegue-se uma atenuação de 60 dB da frequência fundamental do sinal (igual à da 
perturbação que se tenta rejeitar) permitindo visualizar a actividade excessiva no sinal 
filtrado. Mede-se então o desvio padrão do resultado desta filtragem com a função std do 
Matlab®. Este valor representa a dispersão deste sinal filtrado, sendo uma métrica da 
intensidade de acção de controlo excessiva. 
 
 
τact⁄  rf  
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Figura 38 Exemplo de sinal de acção de controlo original 
 
 
  
Figura 39 Sinal da Figura 38 filtrado por um filtro passa alto (em cima) e pelo 
complementar passa baixo (em baixo) 
 
 
A Tabela 16 apresenta os valores dos desvios padrão destes sinais para os mesmos 
valores de larguras de banda das dinâmicas de actuação e de razões de frequências. 
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Tabela 16 Desvio padrão (N) para diferentes dinâmicas de actuação e      
 10 25 50 100 
1 0.2150 0.2872 0.2807 0.3236 
2 0.3218 0.3018 0.3345 0.4120 
4 0.3296 0.3329 0.3785 0.5963 
8 0.3387 0.3841 0.3822 0.7352 
10 0.3506 0.4023 0.4364 0.8546 
12 0.4987 0.4182 0.4720 0.7590 
 
4.2.3 Análise da razão de frequências a usar 
Para poder quantificar a vantagem que um incremento na razão de frequências traz na 
prestação do controlador, assim como os efeitos que este mesmo incremento tem na 
intensidade de acção de controlo, aproximam-se os pontos obtidos através de expressões 
matemáticas.  
Apresentam-se na Tabela 17 os valores da Tabela 15 normalizados (ver equação (71)), 
dividindo todos os valores obtidos pelo valor de erro de fase com razão de frequências infinita 
(o caso de inexistência de filtro do controlador), para que as curvas a aproximar tendam para a 
unidade.  
 
 
 
Tabela 17 Erros de fase normalizados para diferentes dinâmicas de actuação e       
 10 25 50 100 
1 2.1840 2.8365 2.6514 2.3461 
2 1.7472 1.8567 1.7375 1.6322 
4 1.3879 1.3915 1.3473 1.3055 
8 1.1895 1.1857 1.1684 1.1505 
10 1.1503 1.1468 1.1337 1.1199 
12 1.1244 1.1217 1.1109 1.0997 
∞ 1 1 1 1 
       (   )  
     (   )
     (   )
 (71) 
 
τact⁄  rf  
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Para poder encontrar um valor de    a partir do qual o decréscimo de erro de fase seja 
suficientemente baixo para não trazer vantagem, foi feita uma aproximação usando a 
ferramenta MatLab® Curve Fitting Tool, que identificou os parâmetros da seguinte expressão 
matemática, para cada uma das frequências de corte do filtro de actuação: 
 
 
 
 
Esta expressão foi obtida de forma empírica, uma vez que uma função racional 
recíproca apenas aproxima os dados calculados para as razões de frequências mais baixas. 
Apresenta-se o gráfico onde estão presentes os pontos e as curvas identificadas na Figura 40, 
estando os valores dos parâmetros e as métricas de aproximação presentes na Tabela 18. 
 
Figura 40 Ajuste da expressão matemática (72) aos pontos de erro calculados 
 
 
 
 
 
       
 
  
     
  (72) 
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Tabela 18 Parâmetros do ajuste de curvas do erro 
 a b c RMSE 
10 0.6071 1.584 -0.1634 0.0329 
25 2.0528 0.7816 0.0807 7.315E-3 
50 1.8948 0.7521 0.0988 0.0159 
100 1.4658 0.8783 0.0446 7.043E-3 
 
Para os valores da métrica da intendidade de acção de controlo, a expressão 
matemática, também determinada empiricamente, cuja curva se pretende aproximar aos 
pontos apresentados na Tabela 16 é a seguinte: 
 
 
uma vez que se pressupõe que a curva não deve apresentar derivada negativa, ou seja, que não 
há decréscimo de intensidade da acção de controlo à medida que se aumenta a frequência de 
corte do filtro de actuação. Idealiza-se que o valor do DP tenda para o valor que teria na 
ausência de filtragem do controlador. 
 
Figura 41 Ajuste da expressão matemática (73) aos pontos do DP calculados 
 
 
          (73) 
𝟏
𝛕𝐚𝐜𝐭⁄  
Parâmetro 
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Tabela 19 Parâmetros do ajuste de curvas da intensidade de acção de controlo 
 a b c RMSE 
10 -7.338 -2.312E-3 7.577 0.0644 
25 -0.2539 -0.0756 0.5214 1.459E-3 
50 -0.3727 -0.0543 0.654 0.0277 
100 -0.6812 -0.2558 0.8389 0.0508 
 
 
Embora o erro tenha uma relação claramente monótona com a relação de frequências, 
o mesmo não se verifica com a dispersão do sinal de controlo filtrado. Não havendo uma clara 
tendência relativa a esta medida, incide-se mais objectivamente sobre o erro para decidir qual 
a razão de frequências mais adequada. 
O critério utilizado para definir a razão de frequências a utilizar no controlo do 
servomecanismo, foi definir o ponto da curva aproximada aos pontos de erro de fase que 
apresenta uma derivada de -0.1(o que representa um decréscimo de erro de 10% daquele 
presente na inexistência do filtro do controlador). Valores de razão de frequências acima deste 
ponto trazem pouca mais valia, pois estas curvas apresentam sempre derivada negativa e 
crescente, para além de introduzirem também maior actividade indesejada na acção de 
controlo. Este critério resulta num valor de razão de frequências de cerca de 4, tendo sido este 
o valor adoptado na definição do parâmetro      , nas simulações correspondentes aos dados 
apresentados adiante. 
 
4.3 Efeitos da amostragem e da redefinição da superfície 
 
O sistema controlado nesta secção é um caso particular de todos os apresentados na secção 
anterior. Seguindo o exemplo do pólo pneumático introduzido pelo controlador de força 
desenvolvido em [2], aloca-se a frequência deste pólo em 100 rad/s resultando em  
           . Deste modo, aplicando o critério apresentado anteriormente, a frequência de 
corte do filtro de primeira ordem do controlador é colocada nos 400 rad/s. Isto resulta em 
               . 
Parâmetro 𝟏
𝛕𝐚𝐜𝐭⁄  
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Simulam-se os mesmos casos que se consideraram na análise da relação de 
frequências, partindo o sistema das mesmas condições iniciais. 
Neste caso fazem-se as simulações em tempo contínuo e discreto, dispondo os 
resultados para tempos de amostragem crescentes. Com esta análise pretende-se verificar qual 
a influência da taxa de amostragem no comportamento dos controladores, tanto relativamente 
à prestação na eliminação da perturbação como na intensidade da acção de controlo. 
Como a dinâmica mais célere presente no sistema é a dinâmica do filtro dos 
controladores, que está a uma frequência de 400 rad/s, impõe-se um limite superior ao período 
de amostragem de modo a evitar o fenómeno de aliasing. Para tal define-se a frequência de 
amostragem como sendo superior ao dobro da maior frequência presente no sinal amostrado. 
Considera-se uma frequência de amostragem obrigatoriamente superior a 800 rad/s, o que 
equivale a um período de amostragem inferior a sete milésimas de segundo. Este critério 
segue o teorema da amostragem.  
Para a reconstrução do sinal de controlo, define-se a frequência de amostragem deste 
sinal como sendo maior a cinco vezes a maior frequência nele presente. Sendo neste caso a 
frequência de amostragem limitada inferiormente a 2000 rad/s, resulta um período de 
amostragem de, no máximo, 3 milésimas de segundo. 
Não obstante, consideram-se períodos de amostragem de 1E-5 s a 7E-3 segundos, pois 
a filtragem introduzida pelos retentores de ordem zero na amostragem do sinal de controlo 
pode não ser prejudicial, uma vez que as frequências de 400 rad/s do filtro dos controladores 
podem ser indesejáveis para o controlo, introduzindo excesso de actividade de acção de 
controlo que também é alvo de estudo. 
Também nesta análise se observa o erro de fase e a intensidade do sinal de controlo, 
utilizando as mesmas ferramentas já apresentadas na secção anterior. Nas tabelas que se 
seguem o sufixo CC significa a contabilização da dinâmica de actuação enquanto SC significa 
a falta desta contabilização. 
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Tabela 20 Erro de fase (m
2
/s) dos diferentes controladores para diferentes taxas de 
amostragem,                  
Ts →0 1E-5 1E-4 5E-4 1E-3 5E-3 7E-3 
Utkin CC 1.6145 1.5974 1.5490 1.2521 1.6636 6.5258 9.6848 
Utkin SC 0.3329 0.3036 0.3295 0.8713 2.1097 5.7108 9.2629 
Slotine CC 1.6052 1.6002 2.3458 4.8957 6.5648 8.0739 10.8083 
Slotine SC 0.3078 0.3312 0.7804 3.0984 5.2160 7.5474 9.7854 
 
Constata-se na Tabela 20 que, para efeitos de erro de fase, é preferível não contabilizar 
a dinâmica de actuação, pois para apenas um dos casos CC o erro de fase é menor ao 
equivalente SC (ver valor sublinhado). Porém, esta melhoria de prestação pode ser fruto de 
uma acção de controlo excessiva. Observem-se as métricas deste parâmetro, apresentadas na 
Tabela 21. 
 
Tabela 21 Desvio padrão (N) dos diferentes sinais de controlo para diferentes taxas de 
amostragem,                  
Ts →0 1E-5 1E-4 5E-4 1E-3 5E-3 7E-3 
Utkin CC 0.5312 0.2483 0.5361 3.3075 4.9297 16.2592 22.6971 
Utkin SC 1.3629 0.9244 1.1623 3.2712 4.7972 77.2768 65.9506 
Slotine CC 0.1408 0.6686 20.6252 23.6589 21.0624 27.1649 29.9330 
Slotine SC 0.8347 0.8555 1.2396 3.9996 13.1586 19.0077 46.8615 
 
É observável que existe, tendencialmente, uma maior actividade da acção de controlo 
quando não se contabiliza a dinâmica de actuação, no caso do controlador de Utkin. Isto pode 
dever-se ao facto de, por esta não ser modelada de modo algum, existir uma maior tendência 
para a contrariar. Já no caso em que ela é contabilizada, admite-se, como já foi visto, que o 
sliding ideal corresponde à dinâmica do sistema, na qual se inclui a dinâmica de actuação. 
Deste modo, é sacrificada alguma precisão em prol da suavização da acção de controlo. 
Quando se analisa o caso de Slotine, não existe uma clara tendência de menor 
actividade com a contabilização desta dinâmica. Uma possível explicação é a de, nesta 
formulação, se admitir um afastamento do deslizamento ideal, dentro da camada de 
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suavização. Isto pode resultar numa independência da actividade da acção de controlo 
relativamente à contabilização ou não contabilização da dinâmica de actuação. 
Note-se que, apesar de existir actividade da acção de controlo para frequências 
superiores a 100 rad/s, nem todas as frequências presentes neste sinal são obrigatoriamente 
indesejáveis. Frequências claramente acima da largura de banda dos moduladores de potência 
podem levar a uma suavização por parte destes, resultando numa resposta mecânica atenuada, 
mantendo o espectro necessário à rejeição das perturbações. É com isto em mente que se parte 
para uma análise espectral destes sinais. 
Para que se possam observar quais as frequências predominantes na acção de controlo 
à saída dos controladores, acima da frequência fundamental que se visa rejeitar, neste caso a 
onda sinusoidal de perturbação, faz-se a decomposição numa série de Fourier do sinal tratado 
pelo filtro passa alto, anteriormente descrito. 
Esta decomposição evidencia as frequências presentes em qualquer sinal, sendo os 
resultados apresentados sob a forma de amplitude do sinal para cada frequência. Mostra-se 
nas Figura 42 a Figura 45 a decomposição do sinal da acção de controlo filtrada na análise de 
intensidade já efectuada, para os controladores implementados em tempo contínuo. Observa-
se um pico do sinal a 1.6 Hz correspondente ao seno de 10 rad/s da perturbação. Embora esta 
frequência tenha sido filtrada com uma atenuação de 60 dB, esta mostra-se como a frequência 
preponderante no sinal, no caso de contabilização da dinâmica de actuação (Figura 42 e 
Figura 43) o que indica uma intensidade de acção de controlo não muito excessiva. Nota-se 
também uma clara evidência de uma maior intensidade de acção de controlo por parte do 
controlador Utkin, como já tinha sido mostrado. Estas figuras também apresentam uma curva 
de maior amplitude entre os 10 e 20 Hz correspondente à resposta do filtro passa alto de 
frequência de corte de 100 rad/s. 
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Figura 42 Decomposição em série de Fourier da acção de controlo filtrada do 
controlador Utkin CC 
 
 
 
Figura 43 Decomposição em série de Fourier da acção de controlo filtrada do 
controlador Slotine CC 
 
No caso da não contabilização da dinâmica de actuação, verifica-se um claro 
incremento da intensidade da acção de controlo, sendo as amplitudes registadas, para 
frequências acima dos 16 Hz (100rad/s), claramente superiores à amplitude atenuada da 
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frequência fundamental do sinal - Figura 44 e Figura 45. Todos estes resultados são o que 
seria de esperar desta análise, pelo que não se verifica a necessidade de aprofundar o estudo 
para os demais casos simulados. 
 
Figura 44 Decomposição em série de Fourier da acção de controlo filtrada do 
controlador Utkin SC 
 
 
Figura 45 Decomposição em série de Fourier da acção de controlo filtrada do 
controlador Slotine SC 
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5 Conclusões e perspectivas de trabalhos futuros 
 
 
Os servomecanismos desempenham um papel muito importante nos dias de hoje, tanto na 
indústria, em qualquer processo de fabrico, como nas casas da maior parte de nós. Para 
aplicações de alta precisão torna-se necessário contabilizar ao máximo todas as dinâmicas 
envolventes, admitindo perturbações em todas as dinâmicas e parâmetros conhecidos. Estas 
perturbações precisam de ser rejeitadas para que se consiga a precisão desejada nas aplicações 
em que se exige o máximo dos servomecanismos. 
Foi aproximado um servomecanismo com acção de controlo proporcional elementar a 
um sistema de 2ª ordem Massa-Mola-Amortecedor. Este sistema foi o alvo das acções de 
controlo geradas pelos controladores considerados neste trabalho. 
Os controladores por modos de deslizamento apresentam-se como boas soluções à 
rejeição de perturbações com dinâmicas rápidas, mesmo quando comparados com outras 
técnicas de controlo não linear. No entanto, o princípio de funcionamento dos SMC não é 
materializável, sendo necessária a suavização da acção de controlo. Esta implica uma perda de 
robustez às perturbações a que o sistema está sujeito. Deste modo é importante considerar o 
modo de suavização da acção de controlo e as suas implicações, de modo a ter a maior 
robustez possível. 
Considerando uma aproximação linear dentro de uma camada de suavização variável e 
uma filtragem por parte de um filtro de primeira ordem da acção de controlo descontínua, 
propostas por dois autores da literatura, notam-se, para além das diferenças na formulação da 
acção de controlo, diferentes superfícies de deslizamento. No primeiro caso (a linearização 
dentro da camada de suavização), por admitir a banda de suavização  , o controlador 
formulado por Slotine não força o sistema a deslizar exactamente na superfície s=0, 
correspondente à dinâmica nominal. O segundo caso (filtro explícito da acção descontínua) 
resulta numa acção de controlo que obriga o sistema a deslizar numa superfície afectada pelas 
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perturbações, sendo a trajectória da dinâmica de deslizamento coincidente com a trajectória 
do sistema controlado. 
Observando os resultados de rejeição de perturbações conclui-se que a dinâmica de 
regularização da acção de controlo tem necessariamente de ser mais rápida que a dinâmica de 
perturbação e do sistema para que se consiga rejeitar uma parte significativa das perturbações. 
Existe também uma tendência para a diminuição do erro com o aumento da frequência de 
corte do filtro das perturbações. 
Foi apresentada uma medida de erro no espaço de estados que consiste numa 
aproximação à área contida entre a trajectória do sistema nominal e do sistema real 
controlado. Esta medida mostrou-se capaz de espelhar a eficácia dos controladores na rejeição 
das perturbações consideradas, sendo uma boa medida do afastamento dinâmico relativo à 
dinâmica pretendida. 
Os resultados mostram também que numa hipotética aplicação dos controladores em 
tempo contínuo, a formulação de uma acção de controlo contínua e derivável, proposta por 
Slotine, apresenta vantagens relativamente àquela proveniente da filtragem explícita proposta 
por Utkin. No entanto, numa aplicação em que se amostram as variáveis de estado e a acção 
de controlo esta vantagem perde-se, pois para além de nenhum sinal amostrado ser contínuo, a 
discretização pode provocar a perda de filtragem das perturbações. Como se constatou na 
secção 3.3, a discretização pode resultar na incapacidade do controlador Slotine manter o 
estado do sistema dentro da camada de suavização, onde o filtro implícito é implementado. 
De facto, o princípio de formulação da acção de controlo que Utkin propõe é válido tanto para 
tempo discreto como contínuo, uma vez que as únicas diferenças são a taxa de comutação de s 
e a amplitude da “onda triangular” resultante na acção de controlo. Já no caso de Slotine, a 
amostragem leva a uma perda do princípio de continuidade e derivabilidade da acção de 
controlo presente em tempo contínuo o que compromete a sua robustez de modo mais notório. 
Quando se contemplam perturbações exteriores e desconhecidas, apenas passíveis de 
majoração, em tempo discreto, o controlador de Utkin conduz uma melhor rejeição destas 
perturbações. Porém, para a incerteza de massa, mesmo implementando os controladores em 
tempo discreto, o controlador proposto por Slotine tem uma prestação superior quando 
comparado com o controlador de Utkin. Tal fenómeno pode dever-se ao facto de, por a massa 
ser o ganho do sistema, as influências do espectro de perturbações não rejeitadas podem ser 
mal contabilizadas na definição da superfície de deslizamento. Deste modo, o sistema pode 
estar a afastar-se do deslizamento ideal, o que poderá, porventura, comprometer o 
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desempenho deste controlador. Por outro lado, pelo facto da acção de controlo ideal depender 
do estado do sistema, ou de derivadas temporais do estado, pode ser benéfico ter uma acção 
de controlo sintetizada de forma a resultar num sinal contínuo, pois a evolução do estado é 
também contínua. Para averiguar esta questão, sugere-se, numa perspectiva de trabalhos 
futuros, a simulação de perturbações paramétricas que não sejam directamente no ganho do 
sistema. Deste modo, se a prestação do controlador de Slotine permanecer superior à da do 
controlador de Utkin, a segunda hipótese será validada, enquanto que se se inverterem as 
prestações, a primeira explicação será a mais correcta. 
Quando se considera que o sistema contém uma dinâmica de actuação de primeira 
ordem, típica em servomecanismos, revela-se a possibilidade de a contabilizar do mesmo 
modo que Utkin contabiliza a dinâmica de primeira ordem que filtra a acção de controlo 
descontínua. Feitas as simulações com a dinâmica de actuação a jusante da acção de controlo 
e a montante da dinâmica mecânica, compararam-se os resultados do controlo com os dois 
controladores, com e sem a referida contabilização. É de concluir que, em termos de erro de 
dinâmica, é preferível não contabilizar esta dinâmica, embora esta prestação seja obtida à base 
de uma acção de controlo demasiado intensiva. Esta acção demasiado intensiva pode danificar 
os moduladores de potência, pelo que, para cada aplicação, é necessário ponderar a 
contabilização ou não desta dinâmica, em função das características destes moduladores. 
Uma vez que, não contabilizando o espectro de perturbações que se admite não se 
conseguir rejeitar, os resultados de rejeição das perturbações são melhores, põe-se a questão 
de até que ponto esse espectro é “irrejeitável”. Assim, existe parte deste espectro 
contabilizado que é passível de rejeição. Propõe-se um estudo que averigue até que 
frequências é possível rejeitar perturbações, em relação à frequência da dinâmica de rejeição. 
Também no âmbito de trabalhos futuros, resta a validação dos resultados obtidos, com 
a aplicação de uma outra acção de controlo, com um outro objectivo, por exemplo o 
seguimento de trajectórias. Sugere-se também a validação experimental num servomecanismo 
sujeito a perturbações consideráveis por forma a poder observar a rejeição destas. Em último 
lugar, põe-se a hipótese de um controlador em que se apliquem diferentes métodos de 
suavização em função do tipo de perturbação a rejeitar (perturbações que são função do 
estado ou perturbações indepententes do estado, das quais apenas se podem conhecer ou 
estimar valores máximos), aproveitando as mais valias de cada método. 
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ANEXO A 
Cálculo de área contida entre duas trajectórias no plano de fase. 
Considerem-se duas matrizes [2 x j] que contêm as coordenadas dos pontos referentes a cada 
uma das trajectórias, sendo a área contida entre as duas curvas o valor a calcular. O algoritmo 
corre alternadamente os pontos, agrupando-os num buffer dos três últimos pontos corridos 
(Figura 47). Calcula-se a área do triângulo definido pelos três pontos do buffer somando-a à 
área anterior. Em cada cálculo de área é verificado se os últimos dois segmentos de recta de 
cada trajectória se intersectam e, se tal se verificar, é subtraído ao somatório das áreas as 
últimas duas áreas somadas (armazenadas num outro buffer). De seguida é calculado o ponto 
de intersecção dos dois segmentos de recta e calculadas as áreas dos dois triângulos 
correspondentes à área efectiva que deveria ser calculada (ver Figura 46, triângulos   
   e    ). Terminado este subciclo, prossegue-se com o avanço dos pontos para cálculo de um 
novo triângulo. 
 
 
Figura 46 Exemplo de decomposição de área entre duas curvas em triângulos 
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Figura 47 Esquema da sequência de operações para o cálculo da área 
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